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Exercicio 1:
Dado o par de primos p e 8p? + 1, encontre p.
(Dica: Analise os possiveis restos da divisdo euclidiana de p por 3).

Dividindo p por 3, obtém-se p = 3q + r, sendo q e r inteiros, com r € {0,1,2}. Se r = 0, entdo
p = 3q e, portanto, 3 é divisor de p. Como p é primo, entdo p = 3 e, logo, 8p> +1=8-32+1 =
73, que também é primo. Ser =1, entdlop=3q+ 1 e, logo, 8p?+1=8-3q+1)?+1=3"
(24q% + 16q + 3) é divisivel por 3. Como 8p? + 1 é primo e divisivel por 3, entdo 8p%? + 1 =3 e,
logo, 4p? = 1, o que ndo é possivel, pois 4p? é par e 1 é impar. Assim, r ndo pode ser igual a 1. Se
r=2,entdio p=3q+2 e, logo, 8p> +1=8-(3q+2)?+1=3-(24q% + 32q + 11) é divisivel
por 3, o que ndo é possivel, conforme explicado anteriormente. Assim, r ndo pode ser igual a 2.
Assim, a Unica possibilidade é mesmop = 3, sendo8p? +1=8-32+1 = 73.

Exercicio 2:
Joana comprou 130 salgadinhos de presunto e 540 quibes para levar a uma festa. Na lanchonete, um
dos funcionarios decidiu embalar os salgadinhos sem mistura-los. Cada embalagem tinha a mesma
guantidade de salgadinhos e, para economizar, o funcionario usou a menor quantidade de
embalagens.

a) Quantos salgadinhos havia em cada embalagem?
b) Com quantas embalagens Joana chegou a festa?

a) Sejam n a quantidade de salgadinhos em cada embalagem, m a quantidade de embalagens com
salgadinhos de presunto e k a quantidade de embalagens com quibes. Entdo, nm = 130 e
nk = 540 e, portanto, n é divisor de 540 e 130. Como foi usada a menor quantidade possivel de
embalagens, entdo n deve ser o maior divisor comum de 130 e 540, ou seja, n = mdc(540, 130).
Como as fatoragdes em numeros primos de 540 e 130 s30 540 = 22 x33x5e 130 =2 X5 X
13, entdon = mdc(540,130) =2 x 5 = 10.

b) Joana chegou a festa com %= 13 embalagens de salgadinhos de presunto e 5%00= 54

embalagens de quibes, resultando em um total de 13 4+ 54 = 67 embalagens.

Exercicio 3:

Em 1982 ocorreu uma conjunc¢do entre os planetas Jupiter e Saturno, o que significa que podiam ser
vistos bem proximos um do outro quando avistados da Terra. Se Jupiter e Saturno ddo uma volta
completa ao redor do Sol aproximadamente a cada 12 e 30 anos, respectivamente, em qual dos anos
seguintes ambos estiveram em conjuncdo no céu da Terra?

a) 1840
b) 1852
c) 1864
d) 1922
e) 1960

Jupiter e Saturno estdo em conjung¢do no céu da Terra quando 1982 + 12k = 1982 + 30j, ou seja,
12k = 30j, sendo k e j inteiros. Mas, 12k = 30j, com k e j inteiros, quando 12k = 30j é multiplo
de 12 e 30, sendo que o menor multiplo comum positivo de 12 e 30 é igual a mmc(12,30). Como as
fatoracdes em primos de 12 e 3053012 =22 x3e30 = 2 X 3 X 5, entdo mmc(12,30) = 22 x 3 X
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5 = 60. Logo, os anos em que Jupiter e Saturno estdo em conjuncdo no céu da Terra sdo 1982 +
60n, sendo n inteiro. Para n = —1, tem-se 1982 + 60 - (—1) = 1922, que, portanto, é um ano de
conjuncdo, apresentado na alternativa (d). A diferenca entre cada um dos anos apresentados nas
demais alternativas e 1982 ndo é um multiplo de 60 e, logo, os anos apresentados nas demais
alternativas ndo sdo anos de conjuncao.

Exercicio 4:
A soma de dois numeros primos positivos a e b é 34 e a soma dos niUmeros primos positivos a e c é
33.Qualéovalordea+ b+ c?

Comoa+b=34ea+c=33,entdob—c=(a+b)—(a+c)=34—-33=1.Comob—c=1,
entdo b e ¢ sdo numeros primos positivos consecutivos. Mas, o Unico par de primos positivos
consecutivos é (2, 3). De fato, dados dois inteiros consecutivos p e p + 1, um deles é par. Se p for par
e primo positivo, entdo p = 2 e, logo, p + 1 = 3, que é primo. Se p + 1 for par e primo positivo,
entdiop+1=2e, logo, p =1, que ndo é primo. Assim, b = 3 e ¢ = 2, e, portanto, a = 31. Logo,
a+b+c=31+3+2=236.

Exercicio 5:

Senhor Namm assou 252 biscoitos, senhora Clancy assou 105 biscoitos e senhor Palavras assou 168
biscoitos. Cada um deles colocou os biscoitos em pacotes com o mesmo numero de biscoitos. Qual é
0 maior nimero de biscoitos que um pacote poderia ter?

Denotando por n a quantidade de biscoitos em cada pacote, por x a quantidade de pacotes usados
pelo senhor Namm, por y a quantidade de pacotes usados pela senhora Clancy e por z a quantidade
de pacotes usados pelo senhor Palavras, tem-se nx = 252, ny = 105 e nz = 168. Assim, n é divisor
de 252, 105 e 168. O maior valor possivel para n é igual ao mdc(252,105, 168). As fatoragdes em
primos de 252, 105 e 168 sdo 252 =22x32x7, 105=3x5x%Xx7 e 168 =23 x 3 x 7. Logo,
mdc(252,105,168) =3 x 7 = 21.

Exercicio 6:

Esmeralda fez a licdo de casa, mas o cachorro dela, Totopazio, rasgou a folha que ela deveria
entregar. A licdo de casa de Esmeralda pedia para dividir nUmeros de cinco algarismos por numeros
de trés algarismos. Um dos pedacos rasgados esta exibido abaixo, com algumas partes borradas.

a) Calcule mdc(690, 2415, 2070).
b) Sabendo que Esmeralda acertou as divisoes, determine o dividendo e o divisor da conta da direita.
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a) Como as fatoracdes em primos de 690, 2415 e 2070 sdo 690 = 2 X 3 X 5 %X 23, 2415 =3 X5 X
7 x 232070 = 2 X 3% x 5x 23, entdo mdc(690, 2415,2070) = 3 X 5 x 23 = 345.
b) Vamos encontrar inicialmente os niumeros A e B, e parte do dividendo, fazendo o processo

inverso.
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Onumero A é 2070+ 1 = 2071.

O numero B é 2415 + 207 = 2622 e, assim, descobrimos o algarismo das dezenas do dividendo,
gue é 2. Finalmente, o numero C é 690 + 262 = 952 e, portanto, o dividendo é 95221.
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Vamos agora encontrar D, o divisor. Como D ¢é divisor de 690, 2415 e 2070, entdo D é um dos
divisores positivos de mdc(690,2415,2070) = 345, ou seja, pode ser 1,3,5,15,23,69,115 ou
345. Veja que o primeiro passo é dividir 952 por D e obter resto 262. Como o resto é sempre
menor do que o divisor, entdo D ndo pode ser nenhum dos numeros 1, 3,5,15,23,69 e 115.
Logo, D so6 pode ser igual a 345.
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Exercicio 7 (Questao 14 — Prova da 1* Fase da OBMEP - Nivel 3 - 2007):
Quantos sdo os himeros inteiros p tais que 503 < 5P < 50%?

A decomposicdo de 50 em fatores primos é 50 = 2 X 52. Logo, a dupla desigualdade do enunciado
pode ser escrita como (2 X 5%)3 < 57 < (2 x 5%)*%, ou seja, 23 x 5% < 5P < 2% x 58, Dividindo
todos os termos por 5° obtemos 23 < 5P7% < 2% x 52, ou seja, 8 <577 < 400. As Unicas
poténcias de 5 que estdo entre 8 e 400 sdo 5% = 25 e 53 = 125. Logo, p — 6 s6 pode assumir os
valores 2 e 3, donde p s6 pode assumir os valores 8 e 9.

Exercicio 8 (Questao 12 — Prova da 1° Fase da OBMEP - Nivel 3 — 2014):
O simbolo n! é usado para representar o produto dos nimeros naturaisde 1 an,istoé,nl =n-(n —
1)--2-1.Porexemplo, 4! =4-3-2-1=24.Sen! =2%-36.53.72.11-13, qual é o valor de n?

Como n!=215-.36.53.72.11-13, tem-se n > 13. Por outro lado, 13!=13-(22-3)-11"-
(2-5)-32:2%3-7-(2-3):5-2%2-3-2-1=13-11-7-52-3>-210 e, portanto,
n! _ 215.36.53.72.11.13 5

—= 7 = 2°°3:5-7=14-15-16. Logo, n! =13!-14-15-16 = 16! e, portanto,
13! 13-11-7-52:35-2

n = 16.

Exercicio 9 (Questao 18 — Prova da 1* Fase da OBMEP - Nivel 3 — 2015):

Trés amigas foram a uma livraria com seus namorados. Coincidentemente, cada pessoa pagou, por
livro, um preco em reais igual a quantidade de livros que comprou. Além disso, cada mulher gastou
32 reais a mais que seu respectivo namorado. Ao final das compras, as mulheres compraram, ao
todo, oito livros a mais que os homens. Quantos livros foram comprados no total?

Os dados do problema estdo organizados na tabela abaixo:

Pessoa . Quantidade de Prego por cada livro Quanto a pessoa
livros que comprou gastou
Amiga 1 a, a, a’
Amiga 2 a, a, a,’
Amiga 3 as as as’
Namorado da amiga 1 Ny Ny nZ=a%-32
Namorado da amiga 2 Nz Na N2 = a;” - 32
Mamorado da amiga 3 N3 N3 Ny =as” - 32

Como nl-2 = al-2 —32,i=1,2,3, entdo (a; —n;)(a; +n;) = 32 = 2°. Cada uma das parcelas do
membro direito da ultima igualdade é um numero inteiro positivo e, portanto, ha apenas duas
solugbes (a; = 9,n; =7) e (a; = 6,n; = 2), devido a decomposi¢do Unica em fatores primos. Na
primeira solucdo, a mulher comprou dois livros a mais do que o seu namorado e na segunda ela
comprou 4 livros a mais do que o namorado. Como as mulheres compraram oito livros a mais do que
os homens, s6 resta a possibilidade de um casal ter comprado 6 + 2 = 8 livros e os outros dois casais
terem comprado, cada um deles 94+ 7 = 16 livros. Desse modo, a quantidade total de livros
comprada foi 8 + 16 + 16 = 40.
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Exercicio 10 (Questao 15 — Banco de Questoes da OBMEP — Nivel 3 — 2010):
Qual é o menor nimero inteiro positivo N tal que % %,%

wl=

N . , .
e~ sejam todos nimeros inteiros?

7 ’

N N N N N . , . . les
Para que > 7 o g &5 sejam numeros inteiros, N deve ser um multiplo comum de 3, 4,5, 6 e 7.

Como queremos o menor N possivel, ele deve ser o minimo multiplo comum de 3,4, 5, 6 e 7, que é
3X4Xx5%x7=420.

Exercicio 11 (Questao 83 — Banco de Questoes da OBMEP — Nivel 3 —2010):
Quais himeros naturais m e n satisfazem a equagdo 2™ + 1 = m??

Como 2" =m? —1 = (m+ 1)(m — 1), pela unicidade da fatoracdo em nimeros primos, segue que
m—1em+ 1 sdo poténcias de 2. Como a diferencadem+ 1 em — 1 éigual a 2, a Unica solugdo
possivel é m—1=2 e m+ 1 =22, donde m = 3. Assim, 2" +1 =32 =9 e obtemos n = 3. A
respostaém =n = 3.

Exercicio 12 (Questao 4 — Banco de Questoes da OBMEP - Nivel 3 - 2017):
Neste problema, iremos estudar quantos fatores 2 aparecem na fatoragdo em primos de numeros da

forma 52" — 1.

a) Sejam x e y dois numeros inteiros impares. Prove que x? + y2 possui exatamente um fator 2 em
sua fatoragao em primos.

b) Usando a fatoragdo a? — b? = (a — b)(a + b), determine quantos fatores 2 o ndmero 5* — 1
possui.

) 2017 .
c) O nimero N = 52 — 1 possui quantos fatores 2?
d) Sabendo que o nimero 52° possui 14 algarismos, prove que 52" +2° possui 6 zeros

consecutivos em sua representagdo decimal.

a) Como x e y sdao impares, entdo existem inteiros x, e y, tais que x = 2xy + 1 e y = 2y, + 1. Dai,
x2+y2=Qxo+ 1)+ Qyy + 1)2 =4x5 +4xy + 1+ 4y2 + 4yg + 1 = 4x3 + 4xy + 4yE +
4yo+2 = 2(2x2 + 2x9 + 292 + 2y + 1) = 2(2(x2 + xo + ¥2 + yo) + 1). Assim, o numero
x% + y? é o produto de 2 por um niimero impar e, portanto, possui apenas um fator 2.

b) Vamos usar a fatoracdo da diferenca de quadrados duas vezes. Temos 5% — 1 = (52)? — 1
G2+1)(5%2-1)=G2+15)(5(2-1>)=(52+1?)(5+1)(5—1). Agora, basta contar os
fatores 2 em cada fator. Pelo item anterior, 5% + 12 possui apenas um fator 2. Além disso,
5+ 1=6=2"-3 possui apenas um fator 2 e 5 — 1 = 4 = 22 possui dois fatores 2. Logo, 5% — 1
possui 1 + 1 + 2 = 4 fatores 2.

2:

2
c) Vamos usar a fatoracdo da diferenca de quadrados 2017 vezes. Temos 52° 1 = (522016)

12 — (522016 + 1)(522016 _ 1) — (522016 + 12)(522015 + 1)(522015 _ 1) S (522016 +
12)(522015 +12) ...(52 + 1%)(5 + 1)(5 — 1). Temos 2016 numeros da forma x? + y%, comx e y
impares, e cada um contribui com apenas um fator 2, de acordo com o item (a). Além disso,
541 =6 temapenas um fator 2 e 5 — 1 = 4 tem dois fatores 2. Assim, o nimero N = 522017 _
1 possui exatamente 20161+ 1 + 2 = 2019 fatores 2.

Observacao: Repetindo o argumento anterior, é possivel mostrar que 52" — 1 possui exatamente
n + 2 fatores primos 2.
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. . . . 18
d) Pelo argumento do item anterior, existe um inteiro k tal que 5% —1=22%%.

Consequentemente, 52 °%20 = (220k 4 1) - 520 = (2-5)2 + 520 = 102% + 520, Como 102°
termina em 20 zeros e 52° possui apenas 14 digitos, entdo existem pelo menos 20 — 14 = 6

;. . . . e ;. ~ . 18
digitos iguais a zero consecutivos dentre os ultimos digitos da representa¢do decimal de 52 +20,
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