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Tarefa de casa 1 (Prova OBMEP 2007 — 2° Fase — N3 — Quest3o 4)
Fernando e Isaura inventaram um jogo diferente, cujas regras sao as seguintes:

1. eles comegcam uma partida com 128 palitos cada um;

2. em cada jogada, eles tiram par ou impar; se sai par, Fernando d4 metade dos palitos que tem para
Isaura e, se sai impar, Isaura d4 a metade dos palitos que tem para Fernando.

3. eles repetem o procedimento da regra 2 até que um deles figue com um niumero impar de palitos,
guando a partida acaba. Ganha quem ficar com maior nimero de palitos.

Veja o que acontece em uma partida onde a sequéncia das trés primeiras jogadas é par, impar, par:

Fernando | lsaura par . | Femando | Isaura impar | Femando | lsaura par Fernando | lsaura

128 128 jogada 64 192 2* jogada 160 96 3" jogada 80 176

a) Complete o esquema com o numero de palitos de Fernando e Isaura, de acordo com as jogadas
indicadas.

Fernando | Isaura impar | Femando | lsaura impar | Femando | Isaura par Fernando | Isaura
r

128 128 Tiogada * 2'jpgada 3 jogada

b) Uma partida acabou quando Fernando ficou com 101 palitos. Na ultima jogada saiu par ou impar?
c) Qual foi a sequéncia de pares e impares da partida que acabou quando Fernando ficou com 101
palitos?

d) Mostre que qualquer partida acaba com exatamente sete jogadas.

a) Como saiu impar na primeira jogada, Isaura deu metade dos seus palitos para o Fernando; desse
modo, Isaura ficou com 64 palitos e, como o numero total de palitos é 256, segue que Fernando
ficou com 256 — 64 = 192 palitos. Do mesmo modo, apds a segunda jogada, Isaura ficou com 32
palitos e Fernando com 256 — 32 = 224 palitos. Na terceira jogada, saiu par, e Fernando deu
metade de seus palitos para a Isaura; logo, Fernando ficou com 112 palitos e Isaura com 256 —
112 = 144 palitos.

Femando | |saura impar Femando | Isaura impar Femando | lsaura par Femando | lsaura
128 128 T jogada 192 64 2% jogada 224 2 3* jogada 112 144

b) 19 solugdo: Apds qualquer jogada, o perdedor ndo pode ter mais que 127 palitos. De fato, se isso
ocorresse, antes dessa jogada ele teria pelo menos 2 X 128 = 256 palitos, o que ndo pode
acontecer. O ganhador tera, entdo, no minimo 256 — 127 = 129 palitos. Logo, o ganhador da jogada
anterior é aquele que tem mais palitos.

292 solugdo: Suponhamos que, em um dado momento, Fernando tem x palitos e Isaura tem y.
Notamos que, como x +y = 256, que é um numero par, entdo x e y tém a mesma paridade, ou
seja, sdo ambos pares ou ambos impares. Se o jogo ainda ndo acabou, entdo x e y sdo pares, e,
depois da jogada seguinte, podem acontecer as seguintes situacdes:

* saiu par: nesse caso, Fernando fica com > palitos e Isaura com y + > palitos, ou seja, Isaura fica

com mais palitos do que Fernando;
* saiu impar: nesse caso, Fernando fica com x + % palitos e Isaura com % palitos, ou seja, Fernando

fica com mais palitos do que Isaura

Paginalde5



Isso mostra que basta saber quem tem o maior nimero de palitos para determinar o resultado da
ultima jogada: se Isaura tiver mais, o resultado foi par e se Fernando tiver mais, o resultado foi impar.
No nosso caso, a partida acabou quando Fernando ficou com 101 palitos e Isaura com 256 — 101 =
155 palitos. Logo, o resultado da ultima jogada foi par.

c) Aplicamos o raciocinio do item (b) para recuperar as jogadas uma a uma em ordem inversa, do
seguinte modo:

Fernando | lsaura
101 155

Isaura tem mais palitos e, logo, na jogada anterior saiu par. Entdo, Fernando tinha 2 X 101 = 202
palitos e Isaura tinha 256 — 202 = 54 palitos.

Femando | lsaura
202 54

Fernando tem mais palitos e, logo, na jogada anterior saiu impar. Entdo, Isaura tinha 2 X 54 = 108
palitos e Fernando tinha 256 — 108 = 148 palitos.

Fernando | lsaura
148 108

Fernando tem mais palitos e, logo, na jogada anterior saiu impar. Entao, Isaura tinha 2 X 108 = 216
palitos e Fernando tinha 256 — 216 = 40 palitos.

Fermnando | Isaura
40 216

Isaura tem mais palitos e, logo, na jogada anterior saiu par. Entdo, Fernando tinha 2 X 40 = 80
palitos e Isaura tinha 256 — 80 = 176 palitos.

Fernando | lsaura
B0 176

Isaura tem mais palitos e, logo, na jogada anterior saiu par. Entdo, Fernando tinha 2 X 80 = 160
palitos e Isaura tinha 256 — 160 = 96 palitos.

Fernando | lsaura
160 96

Fernando tem mais palitos e, logo, na jogada anterior saiu impar. Entdo, Isaura tinha 2 X 96 = 192
palitos e Fernando tinha 256 — 192 = 64 palitos.

Fernando | lsaura

64 192

Isaura tem mais palitos e, logo, na jogada anterior saiu par. Entao, Fernando tinha 2 X 64 = 128
palitos e Isaura tinha 256 — 128 = 128 palitos. Essa é a situag¢do inicial do jogo.
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Logo, a sequéncia de jogadas dessa partida foi par, impar, par, par, impar, impar, par.

d) Vamos aproveitar o trabalho do item anterior e fazer o seguinte diagrama do nimero de palitos de
Fernando e Isaura, jogada a jogada:

Femando | 12B=2"x1 | 64=2"x1 [160=2°%5 | 80=2'x5 |40=2"x5 148 =22 37 | 202 =2'%101 | 101= 2" %101
Isaura 128=2"x1 | 192=2°x3 [ 96=2"%3 | 176=2"%11 | 216 =2"x27 | 108 =2"x27 | 54 =2'x 27 155 = 2" %155

Esse diagrama e outros exemplos semelhantes sugerem que, em um momento qualquer de uma
partida, o numero de palitos de Fernando e o numero de palitos de Isaura se escrevem,
respectivamente, como 2"a e 2™b, sendo a e b inteiros impares. Além disso, se o jogo ndoacabou,
entdo depois da proxima jogada eles terdo 2" 1a’ e 2™ 1b’ palitos, respectivamente, sendo a’ e b’
também inteiros impares.

Vamos mostrar que essas afirmativas sdao verdadeiras. Suponhamos que, em alguma etapa de uma
partida, Fernando e Isaura tém, respectivamente, 2"a e 2"b palitos, sendo a e b inteiros impares, e
gue o jogo nao acabou, ou seja, que n = 1. Se a proxima jogada sair par, entao Fernando ficarda com
2"

- = 2™ 1a palitos e Isaura ficard com 2" 'a + 2"b = 2" 1(a + 2b) palitos. Como a é impar,

entdo b’ = a + 2b também é impar. Desse modo, apds essa jogada, Fernando e Isaura ficardo com
2" 1a e 271D’ palitos, respectivamente, sendo a e b’ s3o impares. Um argumento idéntico leva a
mesma conclusdo no caso em que a préxima jogada sair impar, e acabamos de provar nossa
afirmativa.

O jogo comeca com ambos os jogadores com 128 = 27 palitos, ou seja, com n = 7. Como uma
partida acaba quando n = 0 e n decresce de uma unidade a cada jogada, segue imediatamente que
qgualquer partida acaba depois da sétima jogada.

Tarefa de casa 2 (Prova OBMEP 2017 — 2% Fase — N3 — Questdo 1)

Julia faz o seguinte cdlculo com numeros inteiros positivos: ela escolhe um numero, eleva esse
numero ao cubo e subtrai desse cubo o préprio nimero. Assim, com o numero 2, o resultado do
cilculoé23 —2=8-2=6.

a) Qual é o resultado do célculo de Julia com o numero 3?

b) Qual é o nimero que deve ser escolhido por Julia para que o resultado do calculo seja 13207

c) Explique por que, para qualquer nimero que Julia escolher, o resultado final do cdlculo sera
sempre um multiplo de 6.

a) O resultado de Julia com o nimero 3 é 33 — 3 =27 — 3 = 24,

b) Temos que n3-n =n(n?-1) = n(n-1)(n+ 1) = 1320. Isto nos diz que o produto de trés
nimeros consecutivos é igual a 1320. Usando célculos mentais, por aproximac3o, como 103 = 1000
e como o algarismo das unidades do numero 1320 é zero, testamos n = 11. Nesse caso, como
11 X 10 X 12 = 1320, concluimos que, de fato, n = 11 deve ter sido o numero escolhido por Julia
para que ela tenha obtido 1320 como resultado. Observe que outro teste natural seria 14 X 13 X
15, que também tem algarismo das unidades igual a zero, mas o resultado é maior do que 1320.

¢) Um numero inteiro é multiplo de 6 se, e somente se, ele é multiplo de 2 e de 3. De fato, se um
numero inteiro é multiplo de 6, entdo ele é multiplo de 2 e de 3, jd que 6 = 2 X 3 é multiplo de 2 e
de 3. Reciprocamente, se a é um inteiro multiplo de 2 e de 3, entdo a é multiplo de 6, pois se a ndo
fosse multiplo de 6, entdo o resto da divisdo de a por 6 seria r € {1, 2,3,4,5}, ou seja, existiriam
inteiros g e r, com r € {1,2,3,4,5}, taisque a = 6g + r. Se r € {1,2,4,5}, entdo r ndo é multiplo
de 3, o que ndo é possivel, uma vez que, como a = 6gq + r e 6 sdo multiplos de 3, deveria ocorrer de
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r ser multiplo de 3. Se r = 3, entdo r ndo é multiplo de 2, o que ndo é possivel, uma vez que, como
a = 6q +r e 6 sao multiplos de 2, deveria ocorrer de r ser multiplo de 2. Em qualquer caso, nao
pode ocorrer de a ndo ser multiplo de 6, ou seja, a é multiplo de 6. Como vimos no item (b), o
resultado é o produto de trés niumeros inteiros positivos consecutivos. Como dentre os trés nimeros
consecutivos pelo menos um deles é par, temos que o resultado é par. Para mostrar que o nimero

encontrado é multiplo de 3, basta verificar que um dos trés nimeros, n, n-1 oun + 1, é multiplo de
3. De fato, dividindo n por 3, obtém-se n = 3q + r, sendo q e r inteiros, comr € {0,1,2}. Ser = 0,
entdon = 3q é multiplode 3.Ser = 1,entdon—1=(3q+1) —1 = 3q é multiplode 3.Ser = 2,
entdion+1=(3qg+2)+1=3(q+ 1) é mdltiplo de 3. Em qualquer um desses casos, o resultado
de Julia, isto é, n(n — 1)(n + 1), serda sempre um multiplo de 2 e de 3 e, portanto, sera um multiplo
de 6.

Tarefa de casa 3 (Problema 16.10 — Circulos de Matematica da OBMEP): No encarte do album
Presence do grupo musical Led Zeppelin, uma ilustracdo mostra parte de uma multiplicacdo, na qual os
numeros multiplicados e o resultado ndo aparecem. Todavia, as parcelas que aparecem quando se multiplica
cada digito de um nuimero pelo outro nimero sdo visiveis:
7227
X ???
33240
77240

25080
2727722727

Utilize uma calculadora nesse problema.

a) Calcule o mdc(25080,77240).

b) Mostre que a conta acima esta incorreta, ou seja, que as parcelas acima ndo podem ser o produto de
digitos por um mesmo numero.

c) Trocando o digito da ordem das centenas da parcela 33240 e o digito da ordem das unidades de
milhar da parcela de 77240, é possivel conseguir parcelas que podem ser obtidas em uma
multiplicagdo. Descubra os niUmeros que estavam sendo multiplicados.

a) Temos mdc(77240,25080) = mdc(25080,77240 — 3 x 25080) = mdc(25080,2000). Dai
mdc(25080,2000) = mdc(2000,25080 — 12 x 2000) = mdc(2000,1080). Assim,
mdc(2000,1080) = mdc(1080,2000 — 1080) = mdc(1080,920) = mdc(920,1080 — 920) =
mdc(920,160) = mdc(160,920 — 5 x 160) = mdc(160,120) = 40. Isto é mdc(77240,25080) =
40.

b) Observe que 77240 e 25080 devem ser resultados do produto de um dos fatores da multiplicacdo por

algarismos. Logo, o fator multiplicado deve ser um divisor comum de 77240 e 25080, sendo assim o
divisor de mdc(77240,25080) = 40. Mas nesse caso os algarismos devem ser pelo menos iguais a
77240/40 e 25080/40, respectivamente, o que é impossivel, pois ambos os quocientes sdo maiores
que 10.
Vejamos outra maneira de pensar. O Unico nimero de quatro digitos, que, se multiplicado por um
numero de apenas um digito, obtemos 77240 e 9655, mas esse nimero nao é divisivel por 25080
nem por 33240, portanto ndo hd como multiplicarmos este nimero, por outro x, que dé 25080 ou
33240.

c) Como 25080 =23x3x5x11x 19, e 25080 deve ser o resultado do produto de um dos fatores da
multiplicagdo por um algarismo. Esse algarismo pode ser 2,3,4,5,6 ou 8. Em cada um desses casos
temos 25080 = 2 x 12540, 25080 =3 x 8360, 25080 =4Xx6370, 25080=5x5016,
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25080 = 6 X 4180, 25080 = 8 x 3135. Veja que nenhum dos nimeros 33n40 é multiplo de 12540,
6370 ou 5016 e 33n40 é maior que 10 X 3135. Além disso, 7n240 é maior que 10 X 4180. Logo o
Unico fator possivel que resta é 8360. Assim, trocando 33240 por 33440 e 77240 por 75240, a conta
. 33440 75240 25080

fica correta. Como mdc(33440,75240,25080) = 8360 e = =

m—‘l-, m—g e ng, oS
numeros multiplicados sdao 8360 e 394.
8360
X 394
33440
75240
25080

3293840
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