Material Tedrico - Mdédulo Progressoes Aritméticas
PAs de Segunda Ordem

Primeiro Ano

Autor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

"7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



1 PAs de segunda ordem

Dizemos que uma sequéncia (ax)r>1 ¢ uma PA de se-
gunda orden] se a sequéncia (by)g>1, dada para k > 1
por by, = agt+1 — ag, for uma PA nao constante.

Para construir uma PA de segunda ordem (ag)x>1, po-
demos comegar com uma PA nao constante, por exemplo

(3,7,11,15,19,23,27,..);

em seguida, estipulamos o termo inicial da PA de segunda
ordem, digamos a1 = 2, e, a partir dai, calculamos a2, as,
... utilizando as relagoes

ag—ay1 =3, a3—as =7, ag —asz =11, ....
Assim fazendo, obtemos a PA de segunda ordem
(2,5,12,23,38,57,80,...).

O exemplo acima deixa claro que uma PA de segunda
ordem s6 fica totalmente determinada se conhecermos seus
trés primeiros termos. De fato, sé sabendo seus trés pri-
meiros termos é que teremos os dois primeiros termos da
PA néo constante formada pelas diferencas.

A proposicao a seguir mostra como calcular o termo ge-
ral de uma PA de segunda ordem

Proposicdo 1. Dada uma PA de sequnda ordem (ak)i>1,
temos
(n—1)(n-2)r

an =a1+ (aa —a1)(n—1)+ 5 ,

(1)

onde r = agz — 2as + a1 € a razdo da PA nao constan-
te formada pelas diferencas entre termos consecutivos da
sequéncia (ag)k>1-

Solucao. Denote by = ary+1 — ax, para todo k£ > 1, de
sorte que (b)g>1 ¢ uma PA de razéo r. Somando membro
a membro as igualdades

ag—alzbl
a3 —az = by

a4 —az = bg
Up—1 — Apn-2 = bn—2
Up — Gn—-1 = bnfl

e efetuando os cancelamentos possiveis no primeiro mem-
bro, obtemos

ap — a1 =by +bo+---+by_1.

Agora, como (by)r>1 é uma PA de razao r, podemos
utilizar sucessivamente as formulas para a soma dos termos

IEste material é um extrato do Capitulo 4 de [1].

e para o termo geral de PAs para obter

(bl + bn_l)(n — 1)

bi+bo+ -+ bp1 =

2
_ (b + (b1 + (n—2)r)) (n — 1)
2
=bi(n—1)+ w

Mas, como by = as — a1, segue dos céalculos que fizemos
acima que

an =ay+ (by +b2+ - +bn_1)

:a1+b1(n—1)+m_1)(+2)r
(n—1)(n— 2)1".

=ay+ (az —a1)(n—=1)+

Por fim, resta notar que

r :bg—bl
= (GS—CLz)—(az—al)

= a3 — 2as + ay.
O

O exemplo a seguir mostra que, o mais das vezes, melhor
que tentar decorar () é repetir o argumento da demons-
tragao.

Exemplo 2. Seja (ar)r>1 a sequéncia definida por aq = 1

€ p+1 = an +3n— 1 para todo inteiro positivo n. Calcule,
em fung¢do de n, o n—ésimo termo dessa sequéncia.

Solugao. Veja que (ak)r>1 ¢ uma PA de segunda ordem,
pois an+1 —an, = 3n — 1 e asequéncian — 3n—1é a PA
ndo constante (2,5,8,11,...).

Para calcular a,, em fungao de n, em vez de aplicar dire-
tamente o resultado da proposigao anterior, seguiremos os
passos de sua prova. Para tanto, comecamos escrevendo

ag—a1:2
a3—a2=5

a4—a3=8

p—1—ap—2=3MnN—-2)—-1
ap —ap—1=3(n—1)—1.

Em seguida, somamos as igualdades acima membro a mem-
bro e efetuamos os cancelamentos possiveis para obter

an—ar =2+5+8+---+(3(n—1)—-1)
(24 (3n —4))(n—1)

2
(B3n—2)(n—1)
—
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Por fim, como a; = 1, chegamos a

o —ar+ (Bn—-2)(n—1)
- (3n—2;(n—1)

= %(3712—5714—4).
O

Voltando & Proposigao [, podemos utilizar () para cal-
cular a soma dos n primeiros termos de uma PA de se-
gunda ordem (ay)r>1, cuja PA das diferencas tenha razao
r = az — 2a2 + a;. Para tanto, comecamos escrevendo ()
com k no lugar de n:

(k—1)(k—2)r
2

Em seguida, utilizando a notagao ¥ e a férmula para a
soma, dos termos de uma PA, obtemos

;a ;(al—i— ag—al)(k—l)—i-W)
—1+§Zn: k—1)(k - 2)
k=1
Z —1)(k—2).
=1

Vemos, portanto, que calcular a soma dos n primeiros
termos de uma PA de segunda ordem requer calcularmos,
em fungdo de n, a soma

D (k-

k=1

ar =ay + (a2 —a1)(k—1) +

= naj + (a2 — al)z
k=1

(

=naj + (a2 — a;) ———— —|—

l\DIﬁ

Para fazer isso, podemos comegar escrevendo

zn:(k— 1)(k —2) :i(lf — 3k +2)
k=1 k=1
=YK -8> k> 2
k=1 k=1 k=1
= - k2_3w+2n7
2 )

em funcao de n.
A maneira mais simples de fazé-lo comega percebendo

que
(k+1)% -k = (K*+3k> +3k+1) — k*

= 3k% 4+ 3k + 1.

Em seguida, fazemos k variar de 1 a n, obtendo as igual-
dades

2212 =3.124+3-1+1
33923 =3.224+3.2+1
43-33=3.324+3.3+1

(n+12-n*>=3-n"+3.n+1.

Por fim, somamos tais igualdades membro a membro e
efetuamos os cancelamentos possiveis para obter

(n+1)°—1% =312+ 2%+ .-+ n?)
+3(1 42+ +n)+n
Portanto,
(n+1 —3@—71)
(n +3n? 4+ 3n ?m2+%—n)

(2n + 3n? —i—n)

n(2n® +3n +1)

O:IP—‘@IP—‘COIP—‘ col}—* ool}—‘

n(n+1)(2n + 1).

Dicas para o Professor

Para a média dos alunos, este material pode servir como
ilustragao da ideia de somar membro a membro igualdades
como em (2)): tanto podemos utilizé-las para calcular a,
em funcao de n, se conhecermos a; e soubermos calcular
b1+bs+---+b,_1, quanto para calcular by +bs+---+b,,_1,
se conhecermos a,, e a;. Para alunos mais interessados em
Matemética, uma continuacao natural deste material é o
estudo de recorréncias lineares de seqgunda ordem, as quais
podem ser encontradas no Capitulo 4 de [1].
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