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Exercicio 1:

Na figura abaixo, o triangulo ACH é retangulo em H e AD é a bissetriz de ACH relativa ao vértice A.
Os angulos internos do triangulo ABC em B e C medem 110° e 30°, respectivamente. Calcule a
medida do angulo interno do triangulo ABD em A.

i Como a soma das medidas dos angulos
internos do triangulo ABC é igual a 180°, sendo que

B os angulos internos desse tridngulo em B e C medem
110° e 30°, respectivamente, entdo o angulo interno

de ABC em A mede 40°. Como a soma das medidas

dos angulos internos do triangulo ACH é igual a 180°,

sendo que os angulos internos desse triangulo em C e

H medem 30° e 90°, respectivamente, entdo o angulo

interno de ACH em A mede 60°. Como AD é a
bissetriz de ACH relativa ao vértice A e o angulo

interno de ACH em A mede 60° entio CAD =%= 30°. Como BAC = 40°, CAD =30° e
BAD = BAC — CAD, ent3o BAD = 10°.

Exercicio 2:
No paralelogramo ABCD da figura abaixo, o segmento de reta BE é a bissetriz do angulo ABC.
Sabendo que DE = 2 e AD = 5, calcule o perimetro de ABCD.

Como AB e CD sdo paralelos, entdo ABC + BCD = 180°.
Como BCD = BCE e ABC + BCD = 180°, entio ABC + BCE = 180°.
Por outro lado, como BE é a bissetriz de ABC, entdo ABC = 2 - CBE.
Como ABC + BCE = 180° e ABC = 2 - CBE, entdo 2 - CBE + BCE =
180°. Como a soma das medidas dos angulos internos do triangulo
BCE é igual a 180° entio CBE + BEC + BCE = 180°. Como
2-CBE + BCE = 180° e CBE + BEC + BCE = 180°, entdo BEC = CBE. Como BEC = CBE, ent3o
os lados BC e CE do triangulo BCE sao iguais. Como CE = BC = AD =5,DE =2e(CD = DE + CE,
entdo CD = 2+ 5 = 7. Assim, o perimetro de ABCD éiguala2-(AD +CD) =2-(5+7) = 24.

Exercicio 3:
Os vértices de um losango sdo os pontos médios dos lados de um retangulo. Calcule a razdo entre a
area do retangulo e a area do losango.

Se os lados perpendiculares do retangulo medem a e b, entdo a area do losango é igual a ab — 4 -

INIRS)
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ab ab . A - ~ ~ p A
=ab — S5 =5 Como a area do retangulo é igual a ab, entdo a razdo entre a drea do retangulo e

; ;. ab
a area do losango é igual a —; = 2.
2
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Exercicio 4:
Na figura abaixo, AC é paraleloa DE, AB = BC =3 cme % = 2. A drea do triangulo ABE é igual a 3

cm?. Calcule a area do trapézio BCDE.
E D

Seja h cm a altura do triangulo ABE relativa ao vértice E. Entdo, a drea de ABE é igual a %'h =3cm’
e, como AB = 3 cm, segue que h = 2. A altura do trapézio BCDE é igual a altura de ABE relativa ao
vértice E, ou seja, a altura de BCDE é igual a h = 2 cm. Por outro lado, como % =2eBC=3cm,

3
BC+DE 3+ 9 5
-h=72-2=5cm .

entdo DE = gcm. Assim, a area de BCDE é igual a

Exercicio 5 (Questao 2 — 6® Lista — Banco de Questoes da OBMEP - Nivel 3 — 2006):
Na figura, os dois triangulos ABC e EDF sdo equilateros. Qual é o valor do dngulo x?

Como ABC e DEF sao triangulos equildteros, cada um de seus angulos internos mede 60°. No
triangulo  AGD, temos DAG = 180°—75°—60°=45° e ADG = 180° — 65° — 60° = 55°,
Portanto, AGD = 180° — 45° — 55° = 80°. Os angulos AGD e CGH s3o iguais, pois s3o opostos pelo
vértice, e logo, CGH = 80°. Logo, no triangulo CGH, temos x° 4+ 80° + 60° = 180°, donde x = 40.

Exercicio 6 (Questao 8 — Lista 7 — Banco de Questoes da OBMEP — Nivel 3 — 2007):

Trés amigas compraram um terreno quadrado e querem reparti-lo como indicado na figura, porque
em A se encontra uma fonte de agua. Elas querem também que as dreas das trés partes sejam iguais.
Onde devem estar os pontos M (sobre BC) e N (sobre CD)?

Como as areas dos triangulos ABM e ADN sao iguais e AB = AD, temos = A
BMZ'AB = DNZIAD e, logo, BM = DN. Assim, o quadrilatero AMCN é simétrico em

relacdo a diagonal AC de ABCD. Portanto, a area do tridngulo ACN é igual a

metade da area do triangulo ADN. Agora, como esses tridngulos tém a mesma M

altura relativa ao vértice A, entdo DN = 2-CN e, pela simetria, temos que C . 5

BM = 2-CM. Assim, BM é igual a % do lado do quadrado, o mesmo ocorrendo N
com DN.
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Exercicio 7 (Questao 1 — Prova da 1* Fase da OBMEP - Nivel 3 — 2006):
No retdangulo abaixo, A, B e C sdo pontos médios de seus lados e O é o ponto de encontro de suas
diagonais. Calcule a razdo entre a drea da regido sombreada e a area do retangulo.

. Y
ol

Como A, B e C sdo pontos médios, os quatro triangulos rotulados com | na figura abaixo sdo
congruentes (pelo caso de congruéncia LAL), bem como os dois indicados por Il (pelo caso de
congruéncia LLL). Logo, a area branca é igual a 2 triangulos | mais 1 triangulo Il, e a area sombreada
também é igual a 2 tridngulos | mais 1 triangulo Il. Assim, a drea sombreada é igual a drea em branco
e, logo, cada uma delas é igual a metade da area do retangulo. Portanto, a razdo entre a drea da

o . A L 1
regido sombreada e a area do retangulo é igual a >

Exercicio 8 (Questiao 13 — Prova da 1 Fase da OBMEP — Nivel 3 - 2007):
A figura abaixo foi feita com quatro quadrados de 10 cm de lado. Os vértices 4, B e C sdo também
centros dos quadrados correspondentes. Qual é a drea da regido sombreada?

Para resolver essa questdo, precisamos saber qual é a drea coberta de cada um dos trés quadrados
de centros 4, B e C. Para isso, vamos considerar a figura abaixo, onde representamos os quadrados
de centros A e B. A 4rea coberta no quadrado de centro A é o poligono sombreado AQRT.
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Pelo ponto A tracamos as perpendiculares AP e AS aos lados do quadrado. Como A é o centro do
guadrado, é imediato que APRS é um quadrado; sua area é igual a i da area do quadrado maior, ou
seja, é igual a i x 102 = 25 cm?. Além disso, os angulos PAQ e SAT, marcados na figura, s3o iguais.
De fato, temos PAQ = PAS — QAS = 90° — QAS = QAT — QAS = SAT. Logo, os tridngulos APQ e
AST s3o congruentes, pelo caso de congruéncia ALA, ja que PAQ = SAT, AP =AS=5 cm e
APQ = AST = 90°, Assim,
area(AQRT) = area(AST) + area(AQRS) = area(APQ) + area(AQRS) = area(APRS) = 25 cm’.
Do mesmo modo, as areas cobertas nos quadrados de centros B e C s3o iguais a 25 cm?”. Assim, a
area da figura é igual a 3 X (100 — 25) + 100 = 325 cm”.

Exercicio 9 (Questao 12 — Prova da 1° Fase da OBMEP - Nivel 3 - 2012):
A figura mostra um trapézio ABCD de bases AB e CD; o ponto E é o ponto de intersecdo de suas
diagonais. Os triangulos ABE e CDE tém areas a e b, respectivamente. Qual é a drea do trapézio?

D c

A B

Vamos denotar por (ABC) a area do triangulo ABC, e analogamente para outros triangulos. Primeiro
observamos que (ABD) = (ABC), pois esses triangulos tém o lado AB em comum e a mesma altura
relativa a esse lado. Logo, (AED) = (ABD) — (ABE) = (ABC) — (ABE) = (BCE), ou seja, o0s

triangulos AED e BCE tém a mesma darea, que denotamos por x. Por outro lado, como os tridangulos

. . A A
AED e ECD tém a mesma altura relativa aos lados AE e EC, temos % = Enig = E—i e, analogamente,

a_(ABE)_£ a_ x _ . , .
%= BcE) — EC Logo, S = donde x = vab. Finalmente, a area do trapézio é dada por a + 2x +
b

—a+vab+b=(Va+vb)".

D c

b
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Exercicio 10 (Questao 6 — Prova da 1* Fase da OBMEP - Nivel 3 - 2009):
O quadrado da figura abaixo tem um vértice na origem, outro no ponto (10,7) e um terceiro no

ponto (a, b). Qual é o valorde a + b?

(a.b)

(10,7)

Sejam O a origem, A o ponto (10,7) e P o ponto (a, b). Tragando por A uma paralela ao eixo x e por
P uma paralela ao eixo y, determinamos os pontos B e C como na figura abaixo. Como A = (10,7),

temos AC =10 e OC = 7. Além disso, OA =

AP. Denotamos por «, § e y as medidas dos angulos

destacados. Observamos agora que, como o angulo OAP é reto, temos a + f = 90°. Por outro lado,

como o triangulo ABP é retangulo em B,

temos B +y = 90°. Segue que a =Yy e, portanto,

AOC = (. Logo, os triangulos OAC e APB sdo congruentes, pelo caso de congruéncia ALA, ja que
AO = AP, a =y e AOC = 3. Concluimos que AB =0C =7 e BP = AC =10,dondea=10—-7 =
3eb=74+10=17.Logo,a+ b =3+ 17 = 20.

b

a
-

Outra solucdo usa a figura abaixo. Os tridngulos ORA e ASP s3o congruentes, por argumentos
semelhantes aos da primeira solucdo. Segue que AS=0R=10e PS=AR=7. logo, a=3 e

b =17,dondea + b = 20.

hf--- AR r$={1u;b]

/ ) |
X *4=(10,7)
{R=(10,0)

10
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Exercicio 11 (Questao 8 — Prova da 1* Fase da OBMEP - Nivel 3 - 2016):

Na figura abaixo, os pontos C e F pertencem aos lados BD e AE do quadrildtero ABDE,
respectivamente. Os angulos B e E sdo retos e os segmentos AB, CD, DE e FA tém suas medidas
indicadas na figura. Qual é a area do quadrilatero ACDF?

E

A drea do quadrilatero ACDF é a soma das areas dos triangulos ACD e ADF. No tridangulo ACD, tem-
se CD = 2 e altura AB = 10 relativa a CD, enquanto no triangulo ADF, tem-se FA = 6 e altura

2><210 =10 e a area do tridangulo ADF é

DE = 7 relativa a FA. Logo, a area do triangulo ACD é

6%7 = 21. Somando essas areas, obtemos que o quadriladtero ACDF tem area igual a 31.

Exercicio 12 (Questao 5 — Prova da 1* Fase da OBMEP - Nivel 3 - 2014):
Na figura abaixo, ABCD e EFGC sdo quadrados de areas R e S, respectivamente. Qual é a drea da
regido cinza?

A B
i
D C G
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O lado do quadrado maior é VR e o lado do menor é +/S. Tracamos o segmento BG (veja a figura
abaixo) e vemos que ele divide a regido cinza em dois triangulos, ABG e BFG, cujas areas, somadas,

d3do a area da regido cinza. A area do triangulo ABG é ﬁ;/ﬁ = g e a area do triangulo BFG é VSS _
s , . , R+S
> Logo, a drea da regido cinza é —
A B
ER-y F
]
=
-
)
i
'
D C G

Outra solucao:
Construimos o triangulo BFH congruente ao triangulo BEF e denotamos por X a drea de cada um

deles (veja a figura abaixo). Se a area da regido cinza é Y, observamos que Y + X = Area(AGH) =

Area(ADGH) _ R+S+2X, donde v = &*S.
2 2
A B H
E F
D C G
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