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1 Progressoes geométricas

Continuando nosso estudo de sequéncias de niimeros re-
ais, apresentamos, neste material, uma classe particular
importante, formada pelas progressoes geométricas.

Uma progressao geométrica, ou abreviadamente PG,
é qualquer sequéncia de ntmeros reais (finita ou infinita),
dada por uma recorréncia do tipo:

a; = a
a/kJrl:q'akaVkZl ’

onde a e ¢ sao numeros reais dados. O ntimero ¢ é chamado
razao da PG.

Observe que, se uma sequéncia (ax)r>1 tem todos os
seus termos nao nulos, entao tal sequéncia é uma PG se, e

s6 se,
a2 asz Gy

ai ag as

Ademais, sendo esse o caso, o valor comum das igualdades
acima é precisamente a razao da PG.

A titulo de exemplos, a sequéncia das poténcias de 2
com expoentes inteiros e ndo negativos, (1,2,4,...), as-
sim como a sequéncia das poténcias de % com expoentes
inteiros e ndo negativos, (1, 1 %, ...), sdo PGs de razoes
respectivamente iguais a 2 e 5.

Mais geralmente, dado um ntmero real p, a sequéncia
(1,p,p?,...), formada pelas poténcias de p com expoentes
inteiros e nao negativos, é uma PG de razao p. Realmente,

basta observar que

p_p_p_ P
1= = =..=—F—=...=D

Costumamos classificar uma PG (ag)x>1 como:
(i) Estaciondria, se a =0, Vk > 1 e a3 # 0.
(ii) Constante, se a1 = ag, Vk > 1.

(iii) Oscilante, se cada termo tem sinal contrério ao sinal
do termo imediatamente anterior.

(iv) Crescente, se a1 > ag, Vk > 1.
(v) Decrescente, se apy1 < ag, Yk > 1.

Tal classificacao pode ser expressa em termos do primeiro
termo a; e da razao ¢ da PG. De fato:

(i)* Se a1 # 0, entdo, como as = ga1, temos ag =0 & g =
0. Mas, sendo esse o caso, temos claramente a; = 0
para todo k > 1.

(ii) Se a1 = 0, entdo a PG é constante, independente-
mente do valor de ¢q. Se a; # 0, entdo para a PG
ser constante é necessario que ¢ # 0 (pois, caso fosse
g = 0, j& vimos que ela seria estacionaria). Por outro
lado, sendo a1,q # 0, temos (ax)r>1 constante se, e

s6 se, ¢ = 1. Isto porque ai,q # 0 implicam ay # 0
para todo k > 1 e, daf,

apy1 = ap < apq=ap < q=1.

(iii) Para a PG ser oscilatéria, devemos ter aragss < 0
para todo k > 1. Mas, como ay+1 = gqag, isso é o
mesmo que ga: < 0 para todo k > 1; entdo, como
a2 > 0 sempre, temos gai < 0 se, e s6 se, ¢ < 0.

(iv)’ A PG nao pode ser crescente se a; = 0 (nesse caso,
j& vimos que ela seria constantemente igual a 0), nem
tampouco se a; # 0 mas ¢ = 0 (quando ela seria
estaciondria) ou a; # 0 e ¢ < 0 (quando ela seria
oscilatdria). Entao, a fim de que ela seja crescente,
devemos ter a; # 0 e ¢ > 0. Consideremos, pois, dois
casos separadamente:

(a) a1 >0 e q > 0: éfécil ver que ar > 0 para todo
k > 1. Portanto,

ak+1>ak<:>qak>ak<:>q>1.

(b) a1 < 0eqg>0: éficil ver que a; < 0 para todo
k > 1. Portanto,

k41 > ap & qap > ap & 0 < g < 1.

2 A lei de formagao de uma PG

A proposigao abaixo fornece uma importante férmula
para a continuidade do estudo das PGs, conhecida como a
féormula do termo geral de uma PG.

Proposicdo 1. Seja (ag)k>1 uma PG de razio q. Entio,
vale:
arp =ay -¢" 71, VE> 1. (1)

Prova. Sea; = 0ouq = 0, é claro que ay, = a1-¢"* ', Vk >
1. (Verifique esta afirmacao!) Por outro lado, se a1 # 0
e ¢ # 0, entdo nossa discussdo da classificacdo das PGs
deixa claro que ay # 0 para todo k > 1. Sendo esse o caso,

podemos escrever:

a2
— =4q,
ay
as
— =4q,
a2
a4

— =4,
as

ak—1
ap—2

a

ak—1

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Multiplicando as igualdades acima membro a membro,
obtemos

a2 a3 a4 ak—1 ag k—1
—_— . —— « —— . e — . :qqq”'q:q .
ay a2 as ag—2 (Ak—1 N——

k—1 vezes

Efetuando os cancelamentos possiveis no primeiro membro,
chegamos finalmente a

A _ k-1
a1 ’

expressao que equivale a (). O

Seguem algumas aplicagoes simples da férmula acima:
Exemplo 2. Calcule 0 10° termo da PG (1,2,4,...).

Solugao. A razaoda PG é dadaporq = % = 2. Aplicando
a férmula para o termo geral, fornecida pela proposicao
anterior, obtemos:

ajo=a1-¢q"°" " =1-2° =512.
O

Exemplo 3. Os nimeros a, b, %, %, c, d, e, f formam,

nessa ordem, uma PG. Calcule o valor do termo f.

Solugao. Como os nimeros em questao formam uma PG,
temos:

q:

ol
I
|
w
I
|

Daf, utilizando a férmula do termo geral para o termo <

9 9
que é o quarto termo da PG, obtemos:

4—-1
1 1
§_a-<§) :>CL:3

Aplicando mais uma vez a férmula do termo geral, agora
para o oitavo termo f, obtemos:

fos 1\*' 1 1
= 3 T 36 729°
O

Exemplo 4. Encontre os nimeros reais as, as, a4, as, Gg
e a7, tais que a sequéncia

(12807 asz, as, a4, as, ae, ay, 10)
seja uma PG.

Solugao. Observe que queremos encontrar uma PG cujo
primeiro termo é 1280 e cujo oitavo termo é 10. Para tanto,

vamos aplicar a férmula para o termo geral de uma PG, a
fim de calcular sua razao:
ag=a;-¢ 1 =10=1280-¢"
LT — 10 1
7 = 1280 T 128

L
1=\ 128~ 2

Portanto, os nimeros reais procurados sao

1 1
as = 1280 - 3 = 640, ag =640-§ =320,
1 1
a4=320-§=160, a5=160~§=80,
1 1
a6:80-§=40 e a7=40-§:20.

3 Taxas de crescimento

Dada uma PG (ap)r>1 de termos positivos e razéo
(também positiva) ¢, gostarfamos de calcular o crescimento
ou decrescimento percentual de um termo para o termo
seguinte. Genericamente, dois termos consecutivos da PG
S840 ay, e agt1, de forma que o incremento de ay para ajg41
é igual a ag41 — ar. Em relacdo a aj (i.e., em termos
percentuais), tal incremento foi de

ag+1 — Ak Ak+1 ag

— L p— 2
o o o ¢ (2)

Em particular, o incremento percentual nao depende dos
termos consecutivos escolhidos, de forma que podemos de-
finir a taxa de crescimento da PG em questao como o
numero ¢ dado por
1=q—1.
Uma vez que aj,q > 0, temos
1 >0 qg>1& apy1 > ag
para todo k > 1. Da mesma forma,

1 <0 0<q¢<]lEag <ag

para todo k > 1. Portanto, apesar de seu nome, a taxa de
crescimento da PG acima fornece o crescimento percentual,
se ¢ > 1, e o decrescimento percentual, se 0 < g < 1, de
um termo para o termo seguinte da PG.

Por exemplo, a PG (1,2,4,...), que possui razao igual
a 2, tem taxa de crescimento igual a ¢ = 2 — 1, ou seja,
i = 100%. Por outro lado, a PG (100, 80,64, ...) possui
razao q = % = % e taxa de crescimento ¢ = % —-1= —%,
ou seja, i = —20%. Por fim, a PG (4,4,4, ...) possui razao
igual a 1 e taxa de crescimento ¢ = 1 — 1 = 0, ou seja,
i =0%.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 5. A populacdo de certa cidade € de dois milhoes
de habitantes e decresce 5% a cada dez anos. Qual serd a
populagdo dessa cidade daqui a 30 anos?

Solugao. Observe que estamos interessados em estimar
a populagao da cidade depois de 3 periodos de 10 anos.
Como, 1 = —5% = —0, 05, o nosso interesse é encontrar o
quarto termo da PG

(a15a25a35a4)5

que tem primeiro termo igual a 2.000.000 e razao ¢ = 1 +
i=1-0,05=0,95. Portanto, mais uma vez invocando a
féormula do termo geral, obtemos:

ag = ay - 0,95% = 2.000.000 - 0,857375 = 1.714.750.
(]

A nogao de taxa de crescimento é particularmente im-
portante para a andlise de situagoes envolvendo juros com-
postos, isto é, juros que incidem periodicamente, a uma
taxa constante i, sobre um montante. Mais precisamente,
suponha que empatamos um capital C' em uma aplicacao
financeira que rende uma taxa percentual i de juros men-
sais. Ap0s o primeiro més, o montante de que disporemos
passou de C a

C+i-C=(G+1)C;
concluido o segundo més, teremos agora
(i+1)C+i-(i+1)C = (i+1)C.

Prosseguindo com o raciocinio acima, é facil perceber
que os valores de que disporemos serao; més a mes, suces-
sivamente iguais a

C,(1+49)C, (1 +14)2C, (¥ +49)3C,. ..,

sequéncia que é uma PG de razao 1 4 i. Portanto, a taxa
de crescimento dessa PG é igual a

(1+4)—1=4,
isto é, coincide com a taxa percentual de juros cobrados.

Exemplo 6. Jodo pediu a uma amigo um empréstimo de
R$100.000,00 com. juros de 20% ao ano, para comegar a
pagar em’ cinco anos. Qual serd a sua divida apds esse

periodo?

Solugao. Observe que i = 20% = 0,2. Logo, a PG for-
mada pelos valores devidos por Joao ao amigo ao final de
cada ano possui razao dadapor g=14+i=14+0,2=1,2.
Veja também que estamos procurando o sexto termo da
PG

(a17a27a37a47a57a6)7

cujo primeiro termo representa o valor do empréstimo e ay,
representa o valor devido depois de k — 1 anos. Portanto,
utilizando a férmula do termo geral, obtemos:

ag = ap - 1,25 =100.000 - 2, 48832 = 248.832,

isto é, a divida de Jodo serd de R$ 248.832, 00 apés 5 anos.
[

Exemplo 7. Um automdvel novo custa 54 mil reais e depots
de 3 anos de uso passa a custar 16 mil'reais. Supondo que
o valor do automovel decres¢a a uma taza anual constante
(conhecida como taxa de depreciagéo, calcule o valor do
automovel apds 1 ano de uso.

Solugao. Denotaremos (#1,@2, 23, 24) a PG em que cada
x) representa o valor do automovel apés k — 1 anos, para
k € {1,2,3,4}. Temos; entao, xz; = 54.000 e x4 = 16.000.
Utilizando a férmula do termo geral, temos:

x4 = 21¢° = 16.000 = 54.000 - ¢*
5 16000 8

T 54.000 27

NG 8 2
1=V~ 3
Portanto, o valor-do automével apés 1 ano de uso é:

2
a2 = a1q = 54.000 - 3= 36.000.

Dicas para o Professor

Recomendamos que seja utilizada uma sessao de 50min
para discutir cada uma das segoes que compoem este ma-
terial. O principal objetivo da classificacao das PGs, dis-
cutida na Secdo [I é simplesmente acostumar os alunos a
definigdo e a manipulagoes algébricas simples com PGs.
Na Secéo 2] antes de mostrar a férmula do termo geral
de uma PG qualquer, tente fazer com que os alunos a
descubram por meios préprios, fazendo alguns exemplos
numéricos simples. Na se¢ao B evidencie como problemas
envolvendo taxas de crescimento aparecem na vida cotidi-
ana dos alunos.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos
exemplos e problemas, de variados graus de dificuldade,
relacionados ao contetido do presente material.
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