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1 A soma dos termos de uma PG
finita

Continuando o nosso estudo de PGs, apresentamos a
férmula abaixo, conhecida como férmula da soma dos
termos de uma PG finita.

Proposicdo 1. Seja (ar)k>1 uma PG de razio q # 1.
Entao:

an+1 — a1 (1)

n
a1+a2+...+an:;ak: (1

Antes de iniciar a prova da proposicao [Il provaremos o
seguinte resultado auxiliar:

Lema 2. Se g # 1 é um nidmero real, entdo:
q"—1
q—1"

l+q+@+...+¢" 1=

Prova do lema. E suficiente provar que
(G-D)A+g+@+...+¢"H=q¢" -1

Para tanto, efetuando os produtos do primeiro membro e,
em seguida, fazendo os cancelamentos possiveis, obtemos:

(—-DA+qg+@+...+¢" ") =

=g+ PP+ T
g~ T

=q" —1.

Primeira prova da proposicao [Il Utilizando a
féormula do termo geral de uma PG, obtemos:

ar+ar+...+an=a1+a-q+...+a -¢"*

=a;(1+qg+...+¢"h).

Agora, utilizando o resultado do lema [2 e, em seguida,
novamente a férmula para o termo.geral, vem que:

q" —1
q—1
ai1-q" —a
qg—1
(p41 — a1
qg—1

ar+ax+4+...+a, =ay -

O

A demonstragdo da proposicao [l deixa claro que vale a
seguinte férmula alternativa para a soma dos termos de
uma PG finita:

q" —1
q—1

- (2

n
ay+as+...+a, = g ap = ay -
k=1

A utilizagao desta ultima férmula é, por vezes, mais ade-
quada, porque ela é dada em funcao do primeiro termo,
do nuimero de termos somados e da razao, ao passo que,
para utilizar a férmula dada na proposicao [Il precisamos
calcular primeiro o tltimo termo da soma.

A seguir, apresentamos um argumento ligeiramente di-
ferente para justificar (), o qual serd util mais adiante (cf.
Exemplo [§)).

Segunda prova da proposig¢ao Il Denotando
S:a1+a2+a3—|—...+&n,1+an,

temos

gS=qlar +asF¥as+ ..+ an_1+an)
=qa1 +gag+qaz +... +qan—1+ qan
=azx+azt+ag+...+a,+ ant1.

Utilizando as duas expressoes acima para calcular (¢ —
1)S = ¢S =S, temos

(g—1)S=¢qS—-S
= (@ +o5+94+ ...+ a7+ any1)
— (a1 + 95+ 95+ ...+ an=T+0r)

= ap4+1 —A7.

Logo, (¢ — 1)S = an4+1 — a1, expressdo que equivale a

@- O

Daremos, agora, alguns exemplos utilizando as férmulas
apresentadas acima.

Exemplo 3. Qual € a soma dos 8 primeiros termos da PG
(4,12,36,...)7

Solugao. Iniciamos, notamos que a razao da PG é ¢ =
12 = 3. Em seguida, utilizando a férmula alternativa ()

para a soma dos termos de uma PG finita, e denotando
por S a soma dos 8 primeiros termos da PG (4,12, 36, .. .),
obtemos:

8_1 8_1
S—a L= _y.3
q—1 3-1
6561 — 1
:4~T:2~65GO:13.120.

Exemplo 4. Calcule a soma dos termos da PG
(5,15,45,...,10.935).

Solugao. Antes de aplicar a férmula para a soma dos ter-
mos de uma PG, dada pela proposicao[ll precisamos encon-
trar o termo que sucede 10.935 na PG. Para tanto, perceba
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que a razao q da PG vale ¢ = % = 3, e assim o termo que
sucede 10.935 é 10.935 - 3 = 32.805. Portanto,

32.805 -5
3—-1
32800

2
= 16.400.

S+ 15445+ ...4+10.935 =

O

No exemplo anterior, observe que fizemos o célculo de-
sejado sem ter a menor ideia da quantidade n de termos
da PG. Contudo, se quisermos calcula-la, basta observar
que

10935 =a, =a;-¢" 1 =5-3""L.

Portanto,

10935

gn—1 =2187=3"

e, assim, n = 8.

Exemplo 5. Se S5 = 38 e Sy = 65 sao, respectivamente, as
somas dos trés e dos quatro primeiros termos de uma PG
cujo termo inicial € 8, encontre a soma dos 6 primeiros
termos.

Solugao. Denotando a progressao geométrica em questao
por (a1, as,as,...), temos:

Sq— S3=(a1+az+as + as) — (a1 + a2 + az) = a4.

Portanto, ay = 65 — 38 = 27.
Por outro lado, utilizando a férmula do termo geral para
o termo a4, podemos encontrar a razao ¢ da PG:

Por fim, aplicando a férmula da soma dos termos, temos:

6 6 3 6
-1 ) —1
Zak=a1~q n =8-7(23)
k=1 7= 31
729
- 665
— 864 =16 —
1
3 e
_ 665
4
O
Exemplo 6. Mostre que
10 -1
11... = V> 1.
—

k algarismos

Solugao. Note que

11...1 =14+104+10%+...+ 10" %
N———

k algarismos

Agora, a expressao numérica que aparece do lado di-
reito da equacao acima é a soma dos termos da PG

(1,10,102,...,10%"1), cuja razdo é 10 e cuja soma é
10k=D+ 1 10% — 1
w-1 9

O

Exemplo 7. Calcule o valor da soma de 100 parcelas dada
abaizo:
S=1+11+111+...+11...1.

Solugao. Vimos no exemplo anterior que

~ 10k -1

11...1
——

k algarismos

Wk > 1.

Aplicando essa féormula a cada uma das cem parcelas de
S, reagrupando os termos assim obtidos e, em seguida,
aplicando novamente a férmula para a soma dos termos de
uma PG finita, temos sucessivamente:

S=1+4+114+111+...+11...1

—10_1+102_1+103_1+ +10100—1
9 9 9 9
10+ 102 4+ 103 + ...+ 10100 1 1 1
= —|=+-+. .+
9 9 9 9

100 parcelas

9 10—1 9
~ 101" —10 900
- 81 81
101" — 910
N 81 '

O

O exemplo a seguir é bastante importante, pois mos-
tra que a ideia utilizada na segunda demonstracao que
apresentamos para a féormula da soma dos termos de uma
PG finita pode, por vezes, ser adaptada a outros tipos de
sequéncias. No caso do exemplo em questao, a sequéncia

1 3 5 99
(5335 )

é uma progressao aritmético-geométrica (abreviamos
PAG), isto é, uma sequéncia (ax)r>1 tal que, para cada
natural k, temos ar = bpci, onde (bg)r>1 é uma PA e
(ck)k>1 € uma PG. (No caso da PAG acima, temos by =
2k—1eck=2ik,para1§k§50.)
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Exemplo 8. Cualcule o valor da soma

2% — 1 3 5 99
§= 22191__ mtmt Tt

Solugao. Comegamos multiplicando S pela razao da PG
envolvida na PAG dada (no caso, 3):

S 1 (1 3 5 99
S=c s+ttt

2 2 2 22 23 250
13 5 99

Em seguida, subtraimos membro a membro as igualda-
des

S_l 3 5 99
—54‘?4‘?4-...4'@

€
S 1 3 5 99
o EtEtat Ty

e reagrupamos as parcelas assim obtidas de acordo com as
poténcias de % envolvidas, para escrever
2

( 7)) (3%)

97 99
Tt 250_250 T 951

12 2 2 99
Tttt T on T o
1,11 199

Agora, observe que a soma dos termos da PG

11 1
51?1"'7279 )

que possui razao s, é igual a:
1.1 1 11 1
249 2 2 50 2 1
L_ o1 49
5—1 51 2

Substituindo esse resultado na ultima expressao acima
para , chegamos a

S 1 1 99
5= (o5m) o
31 99
T 9 949 951
3-2°0 22 _99
- 951
3-2°0 -103
- 251
Portanto,
.S 320103

Observamos que a técnica utilizada na solugao do exem-
plo anterior pode ser facilmente adaptada para calcular a

soma
n
> a
k=1

dos n primeiros termos de uma PAG (aj)r>1 em termos
dos primeiros termos e das razoes da PA e da PG. Isto ¢
feito em [1], por exemplo.

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de
50min para discutir o conteido deste material. Procure
fazer alguns exemplos de somas de poucos termos em PG
antes de abordar a férmula geral da proposi¢ao Il Apro-
veite a ocasiao e saliente a importancia do lema [2 como
ferramenta para fatoragoes.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos
exemplos e problemas, de variados graus de dificuldade,
relacionados ao contetido do presente material.
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