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Uma identidade algébrica é uma equagao em que os dois
membros sao expressoes algébricas e que é verdadeira se, e
somente se, a igualdade é verdadeira para quaisquer valores
que se atribua as varidveis envolvidas.

Produtos notaveis sao identidades algébricas que me-
recem ser destacadas por conta da grande frequéncia com
que aparecem quando operamos com expressoes algébricas.

1 Quadrado da soma e quadrado
da diferenca de dois termos

Utilizando as propriedades comutativa e associativa da
adicao e multiplicacao de niimeros reais, além da propri-
edade distributiva da multiplicacao em relagao a adicao,
obtemos:

(z+y)?=(@+y)(z+y)
=z(r+y) +ylz+y)
= (=* +zy) + (yz + ¢*)
=2” + 2zy + 97,

em que x e y sao nimeros reais quaisquer.

Foérmula para o quadrado da soma de dois termos:

(x4 )% = 2% 4 22y + 2.

Podemos interpretar geometricamente a férmula para o
quadrado da soma de dois termos desenhando um qua-
drado de lado x + y. Entao, a area desse quadrado, que é
igual a (x+y)?, serd dada também pela soma das 4reas dos
dois quadrados menores e dos dois retangulos que formam
o quadrado maior de lado x + y (veja figura [l). Obtemos,
assim,

(z +y)? =2 + 22y + 92
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Figura 1: Quadrado da soma de dois termos.

Exemplo 1. Desenvolvendo o quadrado (a+2b)?, obtemos:
(a+2b)? = a® + 2a - 2b+ (2b)?
= a® + 4ab + 4b%.

Observe que, nos cdlculos acima, o que fizemos foi substi-
tuir, na férmula para (z + y)?, x por a ey por 2b.

1
Exemplo 2. Se z é um numero real tal que x + — = 7,
T

1
calcule o valor de 2 + —-
T

Solucao. Utilizando a férmula para (x + y)?, com % no

lugar de y, obtemos

1 1\*
a:+——7:><a:—|——> = 72
X T
Y 1 /1\?
=2 +2-4-—-F(—-) =49
% T
1
— 2’ +2+ — =49
X
1
— 2’ 5 =49 -2 =14T.
X
O

Exemplo 3 (OCM). Ezistem inteiros positivos a e b tais
a’+a I

ue ——— = 41

LR

Solugao. Suponhamos a existéncia de inteiros positivos a
2
a“+a

e b satisfazendo b?——i—b

= 4. Entao, temos

a’+a 2 2
= a’+ta+1= (20> +2-2b-1+12

=ad’+a+1=(20+1)>.
Por outro lado, veja que
a> <a®+a+l1<a®+2a+1
=a’4+2-a-1+12=(a+1)>

Portanto, a?+a-+1 nao pode ser o quadrado de um nimero
inteiro, pois encontra-se entre dois quadrados consecutivos.

Como chegamos a uma contradi¢ao, concluimos que a
tnica possibilidade é que nao existem tais inteirosa e b. [

Agora, utilizando a férmula para o quadrado da soma
de dois termos, obtemos

(x—y)* =[x+ (—y))°
=2+ 22 (—y) + (—y)?
=22 — 22y + v°,

em que x e y sao numeros reais quaisquer.
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Formula para o quadrado da diferenca de dois ter-

mos:
2

(x —y)* = a® = 2zy + 4.

Também podemos interpretar geometricamente a
férmula para o quadrado da diferenga de dois termos.
Neste caso, desenhamos um quadrado de lado x e, den-
tro dele, um quadrado de lado = — y, um retangulo de
lados  — y e y, e um quadrado de lado y (veja a figura[2]).
Entao, a drea do quadrado maior, que por um lado vale
22, também é dada pela soma (z — y)? + 2y(x — y) + v2,
ou seja,

2 = (z —y)® + 2zy — 20" + 7.
Logo,
(x —y)* =2® — 22y + 4.
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Figura 2: Quadrado da diferenca de dois termos.

Exemplo 4. Desenvolvendo o quadrado (p? — 3q)?, com o
auzxilio da formula para o quadrado da diferenca entre dois
termos, obtemos:

2
(p* —3q)* = (p*)” — 2p* - 3¢ + (3¢)*
=p* = 6p*q + 9¢>.

Exemplo 5. Sejam a e b niumeros racionais positivos, tais
que Vab € irracional.  Mostre que a diferenca /a — Vb
também € irracional.

Solugao. Primeiramente, observe que o quadrado de um
namero racional é ainda racional. Por contradigao, supo-
nhamos que d = /a— Vb seja racional. Entéo, d? também
o serd (uma vez que d? serd representado pela fracio cujos
numerador e denominador sao, respectivamente, iguais aos
quadrados do numerador e do denominador da fracao que
representa d).

Utilizando novamente a férmula para o quadrado da di-
ferenca entre dois termos, obtemos:

d2:(\f—\/5)2:a—2\@+b,

ou seja,

a+b—d?
\/a_—f.

Essa tltima igualdade, por suavez, acarreta que vab é ra-
cional, pois é dado por uma fragao com numerador e de-
nominador racionais. Mas isso contradiz o fato, assumido
como hipétese, de que vab é irracional. Concluimos, pois,
que \/a — /b é irracional. O

2 Quadrado da soma de trés ter-
mos

Utilizando duas vezes a férmula para o quadrado da
soma de dois termos; obtemos:

(@ +y+2)°=(+y)° +2z+y)z+ 2
= (224 2zy + y?) + (222 + 2y2) + 2°
=a? 2+ 22+ 22y + 222 + 2y
=2% 4+ 9% + 22 + 2(xy + 22 +y2).

Também é possivel interpretar geometricamente o qua-
drado da soma de trés termos. Na figura [3] o quadrado
maior, de lado = + y + z, tem &area dada pela soma das
areas.dos quadrados e retangulos que o compoem. Sao
dois retangulos de area xy, dois de area xz e dois de area
yz, além dos trés quadrados menores, de areas =2, y2 e 2°.

Entao, vé-se facilmente que

(x+y+2)2=a®+y* + 22+ 2y + 22 +y2).
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Figura 3: Quadrado da soma de trés termos.

Foérmula para o quadrado da soma de trés termos:

(x+y+2)2=a?+y?+ 22+ 2y + 22 +y2).
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Exemplo 6. Desenvolvendo a expressdo (x2 +2y+z3)2
com o auzxilio da féormula anterior, obtemos:

(z° +2y + 23)2 = (:v2)2 +(2y)* + (23)2
+2[2% - 2y + 222° + 2y2°]
=2t + 4y? + 20 + A2y + 20223 + 4y2B.

3 Produto da soma pela diferenca

Utilizando novamente as propriedades das operagoes
aritméticas de niimeros reais listadas anteriormente, ob-
temos:

—y) =z —y) +ylx—y)
= (z* —ay) + (yz — v°)
=a® — gy +zy -y

_ .2 2
=T -y,

( +y)(x

em que x e y sao nimeros reais quaisquer. Entao, temos:

Foérmula para o produto da soma pela diferenga de
dois termos:

(z+y)(x—y) =2 -y

Exemplo 7 (OBMEP - 2009).
53532 — 282827

Qual o valor da diferenca

(a) 25252,
(b) 35352.
(c) 45452,
(d) 45652,
(e) 53352.

Solucgao. Veja que 5353 = 53101 e 2828 = 28 - 101. Dali,
aplicando a férmula para o produto da soma pela diferenca
de dois termos, obtemos:

28282 = 53%.101% — 282 . 1012
=(53% — 28%) - 1012
= (53 4+ 28) - (53 — 28) - 1012
=81-25-101% = 9%.5%.1012
=(9-5-101)% = 45452,

53532 —

Portanto, a alternativa correta é o item c. O

Exemplo 8. Detremine o quociente da divisdo de 26 — 1
por (8 +1) (22 +1) (22 + 1) (x +1).

Demonstracdo. Aplicando a férmula para o produto da
soma pela diferenca algumas vezes, temos:

216 1 — 16 _ 116 _ (xs _ 18) (xs + 18)
(:1:4 )(:c —|—1)(a:8+1)
(:102 )(x +1)(:v4+1)(x8+1)

=(x-1)(z+1) (2> +1) (2" + 1)(z® + 1).

Portanto, o quociente da divisao de ' — 1 .por
(8 +1) (22 +1) (22 +1) (z+1) éz— 1. O
1
Exemplo 9 (EUA). Se z + Va2 — 1+ T 20,
&— V2 —

determine o valor de

2+ +x2+ —x‘*

Demonstracao. Observe que

(o) e ) -

Dali, obtemos:

r—va2 -1

Portanto, temos

1
r4+vVa—-1+4+ ——=20
T

V2 1
:>2(:1:—|—\/ﬁ):20
— Va2 1=10

=22 -1=10—2
:>(\/:102—1)2:
— 1 =100 20z + 22

101
s 207 = 101 = 2 = —.
v 790

(10 — z)?

Analogamente, temos

(x2—|—\/x4—1) (xQ—\/x‘l—l) = (172)2—( 174—1)2

ou seja,
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Exemplo 10. Simplifique a expressao

(x/5+\/6+x/7)~(x/5+x/6—f7)
(VB=VE+VT) (VB VE+ VT).

Solucgao. Utilizendo as férmulas para o quadrado da
soma, quadrado da diferenca e produto da soma pela dife-
renca de dois termos, obtemos:

(x/5+\/6+x/7)~(x/5+x/6—f7)
-(\f—\/6+\f7)-(—\/5+\/6+\/?)
:(\/5+\/6+\f7)~(\/5+\/€—ﬁ)
V7 (VB vE)] - [P - (V5= V)

[ (] [ ()
:{(5+2\/%+6)—7}-[7—(5—2\/%%)}
= (2v30+4) - (2v30-4)

—42=22.30-16.=120 — 16 = 104.

- (o)
O

4 Cubo da soma e cubo da dife-
renca de dois termos

Mais uma vez utilizando as propriedades da adigao
e multiplicacao de numeros reais citadas anteriormente,
além da férmula para o quadrado da soma de dois termos,
obtemos:

=(z+y)x+y)’
= (z+y)(a® + 2zy +y°)
=a(a® + 2zy + y°) + y(2* + 2zy + %)

(z+y)°

=z-2?4z-2ey+z-yi+y-2®+y-2zy+y-y?

=23 4+ 22%y + xy? + 2%y + 20y® + P
— o3+ 322y + 3wy? + ¢,

em que x e y sao nimeros reais quaisquer.

Foérmula para o cubo da soma de dois termos:

(z+y)* = 2® + 32%y + 3zy® + ¢°.

Por vezes, utilizaremos a férmula para o cubo da soma
de dois termos da seguinte forma:

(z+y)® = 2% + 9> + 3zy(z + )

Exemplo 11. Utilizando a férmula para o cubo da soma

de dois termos podemos expandir a expressao (2@2 + 3b)3.

Para tanto, substituimos, na formula acima, = por 2a° e

y por 3b, obtendo:

(20%)° #3-(20%)" - (3b)

+3- (2a%) (30)%+(3b)*

=8a° +3-4a*-3b+ 3 - 2a% - 9b* + 2703
= 8a® 4 36a*b 4+ 5440 + 2707

(242 +3b)" =

Exemplo 12. Se a e b sdo nimeros reais positivos, mostre
que 4 (a® + %) = (a + b)3.

Prova. Utilizando a férmula para o cubo da soma de dois
termos, obtemos

4(a® +b%) > (a+b)® < 4 (a® +b°)
> a® 4+ b* + 3ab(a + b)
< 3 (a® +b%) > 3ab(a + b)
<= a®+b® > ab(a+b)

— a® + b > a%b + ab?

— a® 4+ —a?b—ab® > 0.
Agora, observe que
a® + 0% —a?b— ab® = a® — a®b+ b — ab?
=a*(a—b) —b*(a—1b)
= (a®>=b%) (a—b)
= (a+b)(a—0b)(a—0D)
= (a+b)(a—1b)*>0,
poisa+b>0e (a—b)?>0. O
Aplicando a férmula para o cubo da soma de dois termos
a(r —y)® = (x+ (—y))3, obtemos:
(2 —y)* = (z+ (-y))°
=’ + 32%(—y) + 32(~y)* + (-y)°

= 23 — 322y + 3xy® — 5.

Foérmula para o cubo da diferenca de dois termos:

(z —y)® = 2® — 32%y + 3zy® — o>,
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Exemplo 13. Utilizando a formula para o cubo da dife-

renca de dois termos, com 2x no lugar de = e % no lugar

de y, podemos expandir a expressao (2:10 — %)3, obtendo:

(2x - é>3 = (22)% - 3-(22)%- (é)
ORO]

1222 6z 1

= 8z° — — - —
v 5 T2 1%

5 Cubo da soma de trés termos

Aplicando a férmula para o cubo da soma de dois ter-
mos duas vezes e utilizando as propriedades usuais das
operagoes aritméticas, obtemos:

(@+y+2)7° == +y)+2
= (z+y)° +2° + 32 +y)zl(z +y) + 2]
=2° +9° + 3ay(z +y) + 2°
+3(x +y)[(z +y)z + 27
=23+ 93+ 23 43+ y)|zy + z2 +yz + 27
B B
+3(x+y)[z(y +2)+ 2(y + 2)]
=2+ + 22+ 3@+ )+ 2)(y + 2).

Foérmula para o cubo da soma de trés termos:

(4+y+2)° =2 +y°+2° + 3@+ y) (= +2)(y +2).

Exemplo 14. Se a, b e ¢ sGo numeros reais que satisfazem
a+b+c=0, mostre que a® + b3 +.¢ = 3abe.

Solugao. Observando que a+b=-¢,a+ec= —-beb+c=
—a e utilizando a férmula para o cubo da soma de trés
termos, temos:

O=(a+b+ec)P=a*+b0+c*+3(a+b)(at+c)(b+ec)
= 0=0a®+b>+c +3(=c)(~b)(~a)
= 0=a’+0>+c*—3cha

= o> 4 b3 + ¢ = 3abe.

6 Soma e diferenca de cubos

Mais uma vez fazendo uso das propriedades que as
operacoes aritméticas com numeros reais satisfazem, ob-
temos os produtos notdveis abaixo.

(x —y)(@® +ay+9°) =22 + 2y + y°) —y(@* + 2y + v°)

= («® + 220 + 27) — (BP0 + 2 + o°)

=% — 3

Formula para a diferenca de dois cubos:

IB_y3

=@ —y)@® +ay+7).

(z+y)(@® —ay +9°) = 2(2® — 2y 4 v°) + y(@® — 2y +9°)

=@ - 2Y+ o) + P-4 +y°)

— 23 445

Foérmula para a soma de dois cubos:

® +1° = (@ +y) (@ = 2y + 7).

Exemplo 15. Aplicando a formula para a diferenca de dois

cubos, temaos:
6-5=(¥6) - ( V)
(% %)[ )+ V5. f+(\f)1
(Vo ¥5) (V& + V675 + V32)
(f—x/—)(\/_+x/—+\/_)
donde concluimos que

1
— = /364 V30 + v25.
V65

I

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de
50min para cada uma das secoes[I] Ble d e uma sesséo de
50min para as demais se¢oes que compoem esta aula (pos-
sivelmente discutindo mais exemplos, os quais podem ser
encontrados na bibliografia sugerida). Ao longo de toda
a aula, é importante chamar a atencao dos alunos para
as propriedades das operacoes aritméticas que sao utiliza-
das para a dedugao da férmula de cada produto notavel.
Ressalte também a diferenca entre “quadrado da soma’e
“soma de quadrados”, “cubo da soma’e “soma de cubos”,
etc.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais. Rio de Janeiro, Editora
S.B.M., 2013.
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