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1 A soma dos termos de uma PA

Comegamos este material calculando a soma dos termos
de uma PA finita. Nesse sentido, a férmula colecionada na
proposigao abaixo é conhecida como a férmula da soma
dos k primeiros termos de uma PA.

Para seu enunciado,
notagao

¢ conveniente introduzirmos a

> (1)

k=1

para denotar a soma a; + a2 + - - + a,, (ou simplesmente
ay, quando n = 1). Aqui, a letra grega maitiscula 2 (1é-se
sigma) corresponde ao nosso S (de soma), de sorte que ()
denota a soma dos termos ax, com k variando de 1 a n.

Proposicdo 1. Se (ay)k>1 € uma PA de razdo r, entao:

Zak_w,ml,

n
Prova. Se S, = E ak, temos:
k=1

Sp=a1+az+- -+ a1+ an.

Por outro lado, escrevendo os mesmos termos na ordem
inversa, temos:
S, =ap+ap—1+---+as+ai.

Somando membro a membro as duas igualdades acima,
chegamos a

28, = (a1 +an)+(a2+an—1)+...+(an—1+a2)+(an+ay).

Agora, utilizando o resultado da-Proposi¢ao 8 do mate-
rial tedrico da aula anterior, obtemos (quer seja n par ou
impar):

2S5, = (a1 + an) + (a1 +an) +... + (a1 + an) + (a1 + an)

n VEZes

=25, =n(a1 +an)

n(ai + an)

ﬁsn:
2

O

Uma maneira alternativa de expressar a férmula acima

n
para a soma S, = Z ay, é obtida substituindo a expressao
k=1
para o termo geral da PA. Assim,

al—i—an:al—i—(al—l—(n—l)r)=2a1+(n—1)r,

de sorte que

i n(ay —|— an)
np

T (n—1)y] 2)
>
N w

A seguir, discutimos algumas aplicacoes das férmulas
acima para a soma dos termos de uma PA.

Exemplo 2. Calcule a soma dos quinze primeiros termos

da PA (3,7,11,...).

Solugao. Observe que a; =3 er =7—3 = 4. Agora,
pela observacéo feita logo apds a Proposicao [l temos:

15-14
515 = 15&1 + T

15;4"4_

=45415-7-4
=45 + 420 = 465.

=153+

O

Exemplo 3. Calcule a soma dos n primeiros nimeros
mpares.

Solugao. Queremos calcular a soma S,, dos n primeiros
termos da PA (1,3,5,...). Comoa; =1ler=3—-1=2,
temos:

an=a1+(n—-1)-2=14+(n—-1)-2=2n-1
e, dai,

(a1 +a,)n  (1+@2n—-1)n ﬁ 5
2 N 2 9
Alternativamente, utilizando uma vez mais a férmula

alternativa para S,,, deduzida logo apds a prova da pro-
posicao anterior, obtemos:

Sy =

-1
Snznal—i—in(n )-r

2
:n.1+w.z

Z

=n+n(n—1)=n~

O

Revisitemos o Exemplo 11 do material teérico da aula
anterior.
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Exemplo 4. Mostramos, abaixo, as quatro primeiras li-
nhas de uma tabela infinita, formada por numeros natu-
rais, onde, para i > 1, a linha i comeca a esquerda por um
numero duas unidades maior que aquele que inicia a linha
i—1, e tem dois numeros a mais que a linha i —1. Calcule
a soma dos numeros escritos na centésima linha.

1

3 5 7
5 7 9 11 13

7 9 11 13 15 17 19

Solugao. Como no material da aula anterior, a primeira
coluna forma uma PA (ax)g>1, de termo inicial 1 e razéo
2. Portanto, seu termo inicial é

amo:a1+(100—1)-2=1+198=199.

Agora, as quantidades de termos das linhas, 1, 3, 5, 7,
..., também formam uma PA de termo inicial 1 e razao 2,
de sorte que a centésima linha também tem 199 termos.

A centésima linha é, pois, uma PA (b;) de 199 termos,
com termo inicial 199 e razéo também 2. Logo, (2] fornece

199(199 — 1) - 2

2
= 1992 + 199 - 198 = 79003.

bi+by+ -+ bigg =199-b; +

O

2 Progressoes aritméticas de ter-
mos inteiros

Se uma PA (ay)x>1 € tal que a1 € Z e r € Z, entao, pela
férmula do termo geral, temos

an =a1+ (n—1)r € Z,

uma vez que o produto e a soma de nimeros inteiros ainda
sao inteiros. Em palavras, se o primeiro termo e a razao
de uma PA forem nimeros inteiros, entao todos os seus
termos também o serao:

Reciprocamente, se (ay)r>1 ¢ uma PA cujos elementos
sao todos inteiros, entao temos que r = as — a; € Z. De
fato, para que uma PA (aj)r>1 seja formada somente por
inteiros, é necessario e suficiente que ela possua dois termos
consecutivos inteiros (verifique este fato!). Abaixo seguem
alguns exemplos que tratam de PAs formadas por termos
inteiros:

Exemplo 5. Quantos sao os maltiplos positivos de 13 me-
nores do que 10002 Quanto vale sua soma?

Solugao. Os multiplos positivos de 13 menores do que
1000 formam a PA

13,26,39,52,...,13n,

onde 13n é o maior multiplo de 13 que é menor ou igual a
1000. Agora,

1
13n <1000 <= n < %

Dividindo 1000 por 13, obtemos:
1000 =76 - 13 + 12,

de forma que o maior multiplo de 13 que é menor ou igual
a 1000 é 13- 76 = 988. Portanto, ha 76 multiplos positivos
de 13 menores do que 1000.

Para calcular a soma S = 13+ 26 + - - -+ 988, utilizamos
a férmula para a soma dos termos de uma PA:

(13 + 988)76

S = 5

= 1001 - 38 = 38038.

O préoximo exemplo é uma variacao do anterior.

Exemplo 6. Quantos sdo os multiplos de 7 compreendidos
entre 1000 e 2000¢ Quanto vale a soma dos mesmos?

Solugao. Como no exemplo anterior, os multiplos positi-
vos de 7 formam a PA

7,14,21,28,...,7n,....
Como 7n > 1000 & n > L;)O e
1000 = 142 - 7 + 6,

concluimos que o menor miiltiplo de 7 que é maior ou igual
a 1000 é 7- 143 = 1001.
Por outro lado, temos também 7n < 2000 & n < &700,
e
2000 = 285 -7+ 5;

portanto, 7 - 285 = 1995 é o maior miltiplo de 7 que é
menor ou igual a 2000.
Os calculos acima garantem que queremos calcular a
soma
S=7-143+7-144+--- 4 7- 285,

na qual, ha 285 — 143 + 1 = 143 parcelas. Podemos cal-
cular S novamente com o auxilio da férmula para a soma
dos termos de uma PA. Pondo o fator 7 em evidéncia por
simplicidade, obtemos:

S =7-(143+ 144 + - - + 285)
(143 4 285) - 143
2

= 214214.
O

No préoximo exemplo, o fato de que os termos da PA sao
inteiros € utilizado de forma decisiva.
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Exemplo 7. A professora de Jodo pediu que ele calculasse
o décimo primeiro termo de uma progressao aritmética de
numeros naturais. Infelizmente, ele esqueceu qual era o
termo inicial e a razao. As unicas informacoes das quais
ele lembrava eram que os termos da progressao nao eram
consecutivos, o primeiro termo era um maultiplo da razao e

a4 + a7 + a9 = 207.
Quanto vale o termo que Jodo teria que calcular?

Solugao. Aplicando a férmula do termo geral de uma PA
varias vezes, a primeira igualdade acima se transforma em:

(a1 + 3r) + (a1 + 67) + (a1 + 9r) = 207 =
= 3a1 + 18r = 207
ou, 0 que € 0 mesmo,
a1 + 6r = 69. (3)

Como o primeiro termo é um multiplo da razao, pode-
mos escrever a; = mr, para algum natural m. Portanto,

69 =ay + 6r =mr+6r = (m+6)r

e, dai, r divide 69. Como 69 = 3 - 23, devemos ter r = 1,
3, 23 ou 69. Por outro lado, como os termos da PA nao
sao consecutivos, devemos ter r > 1. Por fim, uma vez que
tais termos sao naturais, devemos ter a; = 69 — 6r > 0, o
que descarta as possibilidades r = 23 ou 69. Assim, r =3
e, dal,

a1 =69 —6r=69—6-3=>51.

Segue da férmula para o termo geral que
a1 = a1 +10r =51+ 10-3 = 81.

O

Exemplo 8. Dois numeros inteiros sao chamados prima-
nos quando pertencem’ a uma progressao aritmética de
numeros primos com’ pelo menos trés termos. Por exem-
plo, os numeros 41 e 59 sao primanos, pois pertencem
a progressao aritmética (41,47,53,59), a qual contém so-
mente numeros primos. Assinale a alternativa com dois
nameros que nao sao Primanos.

(a) 7 ell.

(b) 13 e 53.
(c) 41 e 131.
(d) 31 e 43.

(e) 23 e 41.

Solugao. Veja que as sequéncias
(3,7,11); (41,71,101,131);
(31,37,43) e (23,41,59)

sdo PAs formadas por ntimeros primos. Portanto, 7 e 11,
41 e 131, 31 e 43, 23 e 41 sao pares de niimeros primanos.

Por outro lado, se os ntimeros primos 13 e 53 perten-
cessem a uma PA formada somente por nimeros primos,
teriamos que a razao r dessa PA deveria ser um divisor
da diferenca 40 = 53 — 13. Sem perda de generalidade,
podemos assumir r > 0. Dai temos as possibilidades:
r=1,r=2r=4r =5 r=8r =10, r = 20 ou
r = 40. Entretanto, é facil checar que, em qualquer um
dos casos acima, apareceriam termos compostos (i.e., nao
primos). Fagamos algumas de tais verificagoes:

(i) r = 2: 134+ 2 =15, composto.
(ii) r = 4: 1344 = 17 éprimo, mas 17+4 = 21 é composto.

(iii) » = 10: 134 10 = 23 é primo, mas 23 + 10 = 33 é
composto. o

Falando um pouco mais sobre progressoes aritméticas
que contém nimeros primos, a PA dos niimeros impares
(1,3,5,...) contém infinitos niimeros primos, pois o con-
junto dos nimeros primos é infinito e o inico nimero primo
par é o 2.

O préximo exemplo mostra que nenhuma PA infinita e
nao constante de naturais pode ser composta inteiramente
por primos.

Exemplo 9. Se (a,a + r,a + 2r,...) é uma PA infinita e
nao constante de naturais, prove que pelo menos um de
seus termos é composto.

Prova. Podemos escrever o termo geral da PA como a +
(n —1)r. Como a PA é nao constante, temos r > 0. Por
outro lado, como ela é infinita e seus termos sao todos
naturais, temos a + (n — 1)r > 0 para todo n € N. Entao,
nao podemos ter r < 0, pois, se esse fosse o caso, teriamos
a+ (n — 1)r < 0 para n suficientemente grande. Logo,
r > 0.

Agora, basta mostrarmos que, dados a,r € N, é possivel
escolher n de forma que a + (n — 1)r seja composto. Para
tanto, veja que, se n = 2a + 1, entao

a+(n—1)r=a+2ar =a(l+2r).

Esse ntimero é composto se a > 1, mas pode ser primo se
a = 1. Entretanto, se a = 1, entao a + r > 1, e podemos
repetir o argumento acima escolhendo n = 2(a + r) + 2.
Veja:

a+(n—1)r

(a+7)+(n—2)r
a+r)+2(a+r)
3(a+r),
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o qual é composto. O

Apesar do exemplo anterior, trazemos ao conhecimento
do leitor o seguinte resultado, devido a Johann Peter Gus-
tav Lejeune Dirichlet, matematico alemao que viveu du-
rante o século XIX:

Teorema 10. Sejam a e r ndmeros naturais primos entre
si, isto é, tais que mdc (a,r) = 1. Entdo, a PA infinita

(a,a+r,a+2r,a+3r,...)
possui infinitos numeros primos entre seus termos.

Uma vez que o conjunto dos naturais é uma PA infinita
cujo primeiro termo (igual a 1) e razao (também 1) sdo pri-
mos entre si, vemos que o teorema de Dirichlet generaliza o
teorema usualmente atribuido a Euclides, que garante que
hé infinitos primos. Ele também garante que hé infinitos
primos de cada uma das formas 3k + 1, 3k + 2, 4k + 1,
4k + 3, etc, haja vista que as PAs

(1,4,7,11,..), (2,5,8,12,...)

(1,5,9,13,...),

enquadram-se em suas hipoteses.

A demonstracao do Teorema de Dirichlet é bastante
dificil, e foge amplamente ao que podemos fazer aqui. De
fato, mesmo o caso em que a = 1, isto é, aquele da PA

(3,7,11,15,...)

(L1+r142r...)

tem demonstracgao bem dificil (que pode ser encontrada em
[2)).

Talvez o leitor ache surpreendente saber que vale
também o resultado a seguir, conhecido como o Teorema
de Green-Tao e provado em 2004 pelo matemético ingles
Ben Green e pelo matemdtic australiano Terence Tao (de
fato, esse teorema coroou a brilhante carreira de Terence
Tao, que ganhou a Medalha Fields — considerada o Prémio
Nobel de Matemética — em 2006).

Teorema 11. Dado n > 2, existe uma PA (a1,az,...,an)
tal que todos os seus termos s@Go primos.

A solucao do Exemplo [ mostra PAs formadas por 3 e 4
primos. Vocé consegue exibir uma formada por 5 primos?

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas a trés sessoes
de 50min para discutir todo o conteido deste material. O
professor pode dedicar uma sessao para cada uma das duas
primeiras segoes, e uma terceira para apresentar o ultimo
exemplo da segunda se¢ao, juntamente com os enunciados
dos teoremas de Dirichlet e Green-Tao, discutindo casos
particulares até certificar-se de que os estudantes compre-
enderam seus significados.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos
exemplos e problemas, de variados graus de dificuldade,
relacionados ao contetdo do presente material.
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3. G. lezzi, S. Hazzan. Os Fundamentos da Matemdtica
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